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ABSTRACT 

TWO general theorems on Tauberian constants are proved. The first one is ap- 
plied to show relations between the set of l imit points of a sequence and the 
set of l imit points of its transform. 

1. Eialeitung. Mit Hilfe eines Satzes fiber Tauber-Konstanten fiir die 

Limitierungsverfahren [J,J(x)] zeigt Jakimovski ([7] S. 573, Theorem (4.1)), dab 

f/irjede Folge (s,} = {uo + - "  + u,} (n = 0,1,---) komplexer Zahlen mit nu, = O(1) 

(n ~ co) die Menge ihrer H/iufungspunkte gleich der Menge der H~iufungspunkte 

ihrer Borel-Transformierten ist. Da fiir das Borel-Verfahren bekanntlich ,,/n u, 

= O(1) (n ~ co) Tauber-Bedingung ist, stellt Jakimovski die Frage- " . . . i f  it 

is true in general, or for which transformations it is true, that if a Tauberian 

condition stronger than the appropriate Tauberian condition for the transforma- 

tion is satisfied then the set of limit points of the transform and the set of limit 

points of the sequence are the same set". 

In der vorliegenden Arbeit wird - -  bei Beschr/inkung auf Tauber-Bedingungen 

der Form co,u, = O(1) (n ~ oo) - -  gezeigt, dab die Frage von Jakimovski fiir 

eine groBe Klasse yon Verfahren zu bejahen ist. Daneben werden einige allge- 

meine Satze fiber Tauber-Konstanten bewiesen, die mit dieser Frage in Zusammen- 

hang stehen. Verwandte Probleme werden in einer vor kurzem erschienenen 

Arbeit von Vermes [12] untersucht. Ein Spezialfall unseres Satzes 4.1 ist eine 

Versch/irfung eines Spezialfalls von Vermes' Theorem 3.II(iv). Sonst gibt es 

keine direkten Beriihrungspunkte zwischen den nachstehenden Ergebnissen und 

denen yon Vermes. 

Herrn Prof. W. Meyer-K6nig danke ich ffir wertvolle Ratschl~ige. 

147 



148 H U B E R T  T I E T Z  Israel J. Math . ,  

2. Bezeichnungen. Der Begriff der Kopplung. Von den Bezeichnungen und 

Definitionen dieser Nummer werden wit stets ohne besonderen Hinweis Gebrauch 

machen. Wit betrachten folgende Klasse d¢ o von komplexen "Matr izen"  mit 

kontinuierlichem Zeilenindex x > 0 (oder y > 0) und diskretem Spaltenindex 

n = 0, 1,-.-: Eine Matrix A = (a~,) soll genau dann zu d f  o geh/Sren, wenn 

(Spo) lim ax, = 0 ffir jedes feste n = 0,1,.-. 
x---~ oo 

und - -  unter Voraussetzung der Existenz aller auftretenden Reihen - -  

(Zs) lira ~ ax,, = 1 
X-~oo n ~ 0  

ist. Fiir ein A ~ de' o bezeichnen wir mit sO* die Menge der komplexen Folgen 

(2.1) s = is,,} mit s., = ~ u,  (m = O, 1 , . . - ) ,  
n = O  

ftir welche die A-Transformierten 

n = O  n = O  v = O  

existieren, in jedem endlichen Intervall 0 < x _< c beschr/inkt sind und 

(2.3) A~ = axv u, 
n = 0  

ist. 

Reelle Zahlenfolgen co = Co),} (n = 0,1, . . . )  bezeichnen wir kurz mit co = {co,}, 

{co,} oder auch nur mit co. So sei 2 = {2,} stets eine Folge, deren Glieder - -  yon 

h~Schstens endlich vielen abgesehen - -  positiv sind, und es seien q~ = {~b,}, 

= {~,~} stets beliebig langsam gegen oo strebende reelle Zahlenfolgen. (In den 

Beweisen setzen wir o.E.d.A, durchweg voraus, dab die Glieder der Folgen 

2, q~, ~O alle gr613er als Null sind.) Ftir feste Folgen 2, ~b, ~ bezeichnen wit mit 

~-'a, g'a/e, ~--ao die Mengen von Folgen (2.1), welche den Bedingungen 

( r 3  = O(1),  

= O(1),  

(Ta~,) 2,tp,u, = 0(1) 

geniigen. Dabei bezieht sich 0(1) - -  bier wie in der gesamten Arbeit - -  auf 

?1 --+ 0 0 .  



Vol. 8, 1 9 7 0  TAUBER-KONSTANTEN 149 

Ist o9 eine feste Zahlenfolge, bezeMmet ~ die Menge yon Folgen (2.1), ftir 

die og.u. = O(1) gilt, und sind A = (ax.) und B = (by.) zwei Matrizen, so kann 

man oft Ungleichungen der Art  

(2.4) l i m s u p I A ~ -  Brl < T l i m s u p  [og, u,] 
~¢---~ clo n ---~ o9 

y ~ o o  

aufstellen, falls x und y auf  geeignete Weise gegen oe streben. Die kleinste Kon-  

stante T ffir die (2.4) - -  unabhfingig yon der speziellen Folge (2.1) aus Y,o - -  

richtig ist, nennen wir Tauber-Konstante (kurz:  T K ) f i i r  das Matrizenpaar 

(A,B) und bezeichnen sie mit T~o. Die Pr~izisierung des Satzteiles " . . . f a l l s  x 

und y auf  geeignete Weise gegen ~ s t reben",  fiihrt zum Begriff der Kopplung  

zwischen x und y ,  der fiir das Folgende allgemein gefaBt werden muB. 

Es sei D stets eine Menge reeller Zahlen ~ mit der Eigenschaft:  Zu jeder 

natiirlichen Zahl no gibt es ein ~ ~ D mit ~ _> no. Wir sprechen von einer Kopphmg 

zwischen x und y, wenn x und y auf  einer Menge D erkl~irte, reelle Funkt ionen  

von e sind mit x = x(e) ~ ~ und y = y(~) ~ oo f/Jr c~ ~ oo. Eine Kopplung  

heiBt x-vollstiindig (y-vollstdndig), wenn es zu jeder reellen Folge {x,} mit 

lim,~ ~o x, = ~ ({y,} mit lira . . . . .  y,  = ~ )  eine reelle Folge {y,} mit lim,_~ ~ y.  = 

({x,,} mit lim . . . .  x,  = ca) so gibt, dab fiir eine geeignete Folge {c~.} m i t e ,  ~ D 

die Beziehungen x,  = x(a,) und y,, = y(e,) gelten, fiir alle hinreichend grogen n. 

Eine Kopplung  heisst vollstiindig schlechthirl, wenn sie sowohl x- wie auch y-voll- 

st/indig ist. 

Beispiele: Die Funkt ionenpaare  x = e ,  y = [c~] und x --- c~, y = c~ - -  beide 

mit D = [0, oe) - -  beschreiben Kopplungen,  von denen die erste x-vollst/indig, 

die zweite vollstfindig ist. H~iufig werden ganze Klassen von Kopplungen  mit 

Hilfe von Funkt ionen g(x,y) der beiden Ver~nderlichen x und y definiert. So 

ist z.B. - -  mit g(x, y) = x/y  - -  durch 

(2.5) l imsup g(x,y) = q (q > 0,  fest) 

folgende Klasse von Kopplungen definiert: Die Klasse soll jede Kopp lung  

x = x(a),  y = y(c0 enthalten, die der Bedingung (2.5) geniigt. Das  ist z.B. fiir 

die vollst/indige K o p p h m g  x = c~q, y = e m i t  D = (0, oo) der Fall. 

U m  anzudeuten, dab x urld y gekoppelt  gegen oo streben soUen, schreiben 

wir bei Ungleichungen wie (2.4) auf  der linken Seite start x ~ oe, y--r  oo kurz 
~ ---+ oo. 
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3. Tauber-Konstaaten und Hiiufungspunkte der Transformierten. Ftir zwei 

feste Matrizen A = (a~,) und B = (by,) aus ~/'o gilt 

SATZ 3.1. Ist f i ir  eine feste 2-Folge J-x ~ d *  t'3~)* und ist T~ < oo bei einer 

geeigneten Kopplung zwischen x und y ,  so ist Jiir jede Folge ~ bei ebendieser 

Kopplung T~¢, = O. 

Beweis. Ftir jede Folge (2.1) aus J ' x  ist wegen (2.2) und (2.3) 

(3.1) A x -  By = ~ c,(x,y)2,,u, 
/ / = 0  

mit 

(3.2) c,(x,y) = ~ = - b,o) ftir n --- 0, l , . . . ,  

und damit  - -  bei einer geeigneten Kopplung zwischen x und y - 

lira sup 'i ~=o c,,(x, y)2,,u,, < Tx lim,.~sup 12,u, I mit T~ < oe. 
~ n 

lnsbesondere ist - -  da A,: und By in jedem endlichen Intervall [0, c] beschr/inkt 

sind - -  

.?oC.(x,y)2.u. < Mo < oo ffir alle c~, 

wo Mo eine - -  nur  yon der Folge (2.1) abh/ingige - -  Konstante  ist. Da  jede be- 

schr~inkte Folge in der Form {2~u,} - -  mit s =  {s,.} = { ]~,7=oU,}~Y~ - -  

geschrieben werden kann, fiihrt die durch c,(x, y) und ~ ~ ~ definierte Trans- 

format ion jede beschr~tnkte Folge in eine ftir e e / )  beschr~inkte Funkt ion  tiber. 

Das ist aber genau dann der Fall, wenn 

~[c . (x ,y ) ]<_ M < ~ fiir alle 
n = 0  

I I 

(M eine endliehe Konstante)  ist. Dies - -  zusammen mit den Eigenschaften (Spo) 

und (Zs) von A und B - -  bewirkt, dal3 die dureh [c,(x, Y)I und e --* ov definierte 

Transformat ion permanent  ftir Nullfolgen, insbesondere ftir jede feste O-Folge 

03 

lim ~o 1 = o 

~ o 0  B =  

ist. Damit  ist aber ftir jede Folge aus J '~o bei obiger Kopplung 
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sup lAx - By] = lim sup .2~o ~-,1 lim Cn(X, y) lp,2,u, 

o'3 

< sup[ ~.2,u. l l imsup Z ,t-U1 Y) I 0, 

woraus die Behauptung folgt. 

Bezeichnen wir fiir eine feste Folge s aus d *  n ~* mit Sa und Sn die Mengen 

der H/iufungspunkte ihrer A- bzw. B-Transformierten, so 1/if3t sich zeigen 

SATZ 3.2. Unter den Voraussetzungen yon Satz 3.1 ist - -  bei beliebiger 

Folge ~b - -  fiir jede Folge azts Jag,: a) S A ~ S B bei x-vollstdindiger, b) S a ~_ SB 

bei y-volIsffindiger, c) SA = SB bei voIlsttindiger Kopplung. 

BEWEtS. Nach Satz 3.1 ist fiir jede $-Folge T~, = 0, d.h., fiir jede Folge aus 

Y~,u gilt 

(3.3) lim I A ~ - B y [  = O. 
~- -*  oo 

Ist s' ~ SA, SO gibt es eine gegen oo strebende reelle Folge {x,} mit lim,_~Ax. = s'. 

Zur Folge {x,} gibt es - -  bei x-vollst~indiger Kopplung - -  eine gegen oo strebende 

reelle Folge {y,} so, dab fiir eine geeignete Folge {~,} yon c~-Werten x, = x(~,) 

und y, = y(~.) ist. Nach (3.3) ist dann 

lim I A ~ , - B y ,  I = 0, 
n - ~ o o  

d.h. lim,_~o B~,, = s' ,  also s '~  Sn, womit Teil a) bewiesen ist. Teil b) beweist 

man analog, und Teil c) folgt aus a) zusammen mit b). 

Ein gewisses Gegensttick zu Satz 3.1 bildet 

SATZ 3.3. Ist fiir eine feste 2-Folge T~ > 0 bei einer geeigneten Kopplung 

zwischen x und y ,  so ist fiir jede Folge q~ mit Y z / ,  ~_ ~ *  N ~* bei ebendieser 

Kopplung T~.I, = ~ .  

W~ire T~/~ < oe, so wfirde T~ = 0 aus Satz 3.l folgen. 

In Satz 3.1 - -  und damit auch in den S~itzen 3.2 und 3.3 - -  k6nnen die Forde- 

rungen (Spo) und (Zs), welche an die Matrizen A und B gestellt waren, noch etwas 

abgeschwficht werden. Es Mtte gentigt, yon den beiden festen Matrizen A und B 

zu verlangen, dab - -  bei der zur Debatte stehenden Kopplung - -  

lim ~ ( a x , -  byo) = 0 ftir jedes feste n = 0, l , - . .  

ist. 
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4. Sonderf/ille und Varianten 

a) Die S~itze und Beweise yon Nr. 3 bleiben bestehen, wenn x oder y ,  oder 

x und y,  nur ganzzahlige Werte annehmen. Die erforderlichen (trivialen) Anderun- 

gen betreffen allein den Begriff der Kopplung. Im ganzzahligen Fall schreiben 

wir k start x und m statt y .  Weiter spielt es keine Rolle, ob von den Matrizen 

A = (ak,) und B = (b,,,) eine oder beide zeilenfinit sin& 

b) Einen wichtigen SonderfaU erhalten wir, wenn das durch die Matrix 

A - - ( G , )  definierte Limitierungsverfahren permanent ist - -  d.h., wenn aus 

s, ~ s' fiJr n ~ ~ stets A-lim s, = s' folgt - -  und B die Einheitsmatrix ist. In 

diesem Fall ist B m = s,,, (m = 0, 1, ...) und .~'* die Menge aller Folgen. Statt T K  

fiir das Matrizenpaar (A, B) sagen wir jetzt T K f i i r  A .  Die hieraus resultierenden 

SpezialfS.1le der S~tze yon Nr. 3 sollen wegen ihrer Anwendung in Nr. 5 gesondert 

formuliert werden. 

SATZ 4.1. Ist fiir eine feste 2-Folge .7~ ~ ~ *  und ist T~ < oo bei einer ge- 

eigneten Kopphmg zwischen x und m,  so ist fiir jede Folge ~ bei ebendieser 

Kopplung Tag , = O. 

Bezeichnen wir fiir eine feste Folge s e ~d* mit S die Menge ihrer H~iufungs- 

punkte, so folgt aus Satz 3.2 der 

SATZ 4.2. Unter den Voraussetztmgen yon Satz 4.l ist - -  bei beliebiger 

Folge ~ - -  fiir jede Folge aus Y~,~: a) S A c  S bei x-vollstdndiger, b) SA ~- S 

bei m-vollstdndiger, c) Sa = S bei vollstdndiger Kopphmg. 

SATZ 4.3. Ist fiir eine feste 2-Folge Ta > 0 bei einer geeigneten Kopplung 

zwischen x und m, so ist [iir jede Folge ~ mit Y-a/.~ G ~4" bei ebendieser Kopp- 

lung Tail, = ~ .  

c) Wit verlassen die Matrizenklasse J / o  und betrachten folgende Klasse 

~gl yon Matrizen mit kontinuierlichem Zeilenindex x _>_ 0 (oder y >__ O) und dis- 

kretem Spaltenindex n - - 0 , 1 , . . - :  Eine Matrix A = (ax,) soll genau dann zu 

d/'~ geh6ren, wenn 

(Spl) lim ax, = l ffir jedes feste n = 0, 1,... 
x - * o o  

ist. Ffir ein A c.A'.~ bezeichnen wir mit sO* die Menge der Reihen ]~,,%ou, 

mit komplexen Gliedern, ftir welche die A-Transformierten 

oo 

A x = Y- ax, U . (x >=0) 
n ~ O  
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existierten und in jedem endlichen Intervall  0 < x < c beschr/inkt sind. Bei 

sinngemN3er Ueber t ragung  der Bezeichnungen und Definitionen yon Nr.  2, er- 

halten wir die den S~itzen 3.1 bis 3.3 entsprechenden S~itze. In den Beweisen 

i ibernimmt (Spl) die Rolle von (Spo) und (Zs). 

5. Anwendungen. 

a) Unter  Verwendung von Satz 4.2 lfil3t sich ffir das Borel-Verfahren B o 

(vgl. Zeller [13] S. 134) das in der Einleitung erw~ihnte Resultat  yon Jakimovski  

auf  einfache Weise aus Ergebnissen yon Agnew gewinnen: FUr A = B o ist - -  

mit  2 = ;t x/n~-) __ ~ c_. ~ * .  Ferner ist (T~) opt imale  Tauber -Bedingung fiir B o . 

Nach  Agnew [2, Theorems  1.4 und 1.5] gibt es sowohl x- wie m-vollst/indige 

Kopplungen  mit  T~. = x/2/~ < oo. Atsomul3 - -  nach Satz 4.2 mit  O = { x/n} - -  

ftir jede Folge (2.1), die der sffirkeren Tauber-Bedingung nu,, = O(l)  geniigt, 

Sno = S sein. 

Fa r  die Ces/tro-Verfahren C~ (~ > 0) (vgl. Zeller [13] S. 104) und far  die b) 
durch 

' (, 1 )  
,=o n l + x  s, ( f l > - l )  

definierten verallgemeinerten Abel-Verfahren (vgl. Ishiguro [6] S. 18 bis 22) ist 

(Tz) mit  2 = ~njr ~ opt imale Tauber-Bedingung.  In [ l l ]  wird - - / i h n l i c h  wie Jaki- 

movski  bei Bo - -  gezeigt, da[3 ftir diese Verfahren - -  bei beliebiger Folge ~ m i t  
ao 1 - 1  ~ 7  E ...... (z~,)  = ~ - -  und jede Folge (2.1) aus "~.,/,, ebenfalls S~ = S ist. 

Der  entsprechende Satz - -  mit 2 = {nlogn} und 2~= ,o (m/61ogn)  - t  = o o - -  

wird dor t  auch ftir das Logar i thmische Verfahren L(vgl.  Ishiguro [6] S. 18 bis 22) 

bewiesen. Diese drei Resultate kann  man - -  wi~ das yon Jakimovski  aus Ergeb- 

nissen yon A g n e w -  auch aus Ergebnissen yon Tenenbaum [10, Theorem 6.17] 

(in Verbindung mit Agnew [1, Theorem 3.l]) ,  Jakimovski  [7, Example  (4.3)] 

und Si taraman [9, Theorem L] gewinnen. 

c) Wir betrachten noch einmal das Borel-Verfahren B o und dazu Folgen (2.1), 

die - -  bei festem rellem p und 2 = In p} - -  zu . ~  geh~Sren. Man  iiberlegt sich 

leicht, dass ffir jedes feste p die Menge Y). in ~ liegt. F a r  p > 1 enthNt  -Y-a nut  

konvergente  Folgen,  also ist - -  wegen der Permanenz  yon B0 - -  bei jeder K o p p -  

lung zwischen x und m stets T~ = 0. D a  (T~) mit  p = 1/2 opt imale  Tauber-Be-  

dingung ftir B o ist, folgt Tz = oo ffir p < 1/2, bei jeder m-vollst/indigen Kopplung  

zwischen x und m.  Biegert [3, 4] zeigt - -  der Fall p = 1/2 war zuvor  schon yon 
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Agnew [21 und Meir  I8"1 untersucht worden - -  dab fiir 1/2 < p < 1 zu jeder 

K o p p l u n g  aus der durch 

(5.1) l imsup  m - x 
x~ oo xk -'~ Q ~ Gr3 
m-.-~ oo 

definierten Klasse - -  unter  der Voraussetzung k = p - -  Tauber -Kons tan ten  Tx 

mit  0 < T~ < ~ existieren. (In den Arbeiten yon Biegert fehlen - -  wie Vermes 

[12, S. 204] bemerk t  - -  bei den (5.l)  entsprechenden Formeln  die Betragstriche.) 

D a m i t  erhalten wir - -  unter  Beibehaltung yon (5 .1 )  - -  aus Satz 4 .1 :  

= 0  ffir 1 / 2 <  k_< 1 und p > k  

und aus Satz 4.3: 

T~.=  o~ fiir 1/2 < k <  1 u n d  p < k .  

Diese Ergebnisse finden sich bei Biegert [5]. Lediglich der Fall  k < 1/2 _< p <__ 1 

der eb~nfalls yon Biegert behandel t  wird - -  1/i6t sich mi t  unseren S~itzen nicht 

erfassen. 
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